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Методами теории расширений с выходом из основного гильбертова 
пространства построена модель взаимодействия внешнего (кулоновско­
го) и внутреннего (кваркового) каналов в задаче двух тел. Изучено 
взаимное влияние спектров соответствующих канальных гамильтониа­
нов, приводящее, в частности, к перестройке спектров адронных атомов. 
Получено явное представление для ^-матрицы и изучены ее особен­
ности на энергетической поверхности. 
ВВЕДЕНИЕ 
Методами теории расширений [1—3] в настоящей работе исследуется 
взаимное влияние спектров гамильтонианов внешнего (кулоновского) 
и внутреннего (кваркового, остовного и т. п.) каналов в системе двух за­
ряжённых частиц, обладающих внутренней структурой. Примерами таких 
систем могут служить, скажем, легкие адронные атомы типа К~р, рр или 
ридберговский атом с одним удаленным электроном и сложным остовом. 
В том и другом случаях влияние внутренней структуры частиц проявляет­
ся в радикальной перестройке взаимодействия на малых расстояниях,— 
размораживании внутренних степеней свободы, порождающих в нашей 
модели дополнительный короткодействующий энергозависящии потенциал 
во внешнем канале. С другой стороны, простота динамики больших рас­
стояний — движение в чисто кулоновском поле — позволяет построить точ­
но решаемую модель, ^-матрица которой, наследуя спектральные свойства 
внутреннего гамильтониана, обладает значительно более богатой аналити­
ческой структурой, чем соответствующая кулоновская матрица рассеяния. 
Простота, но не спектральная тривиальность кулоновского взаимодействия 
во внешнем канале позволяет в отличие от [1—3], где внешний гамиль­
тониан имел лишь ветвь непрерывного спектра, проследить математиче­
ски строго, т. е. на операторном уровне, за всеми основными явлениями 
взаимодействия спектров внутреннего и внешнего каналов — перестройкой 
атомного спектра адронных атомов [4], появлением ширин у собствен­
ных чисел внутреннего гамильтониана и т. д. Основным инструментом 
исследования этих явлений служит достаточно аналитически содержатель­
ная ^-матрица рассматриваемой модели. 
Сформулируем вкратце основные идеи метода [ 1]. Для описания внут­
ренних степеней свободы вводятся дополнительное абстрактное гильберто­
во пространство Ж
1п
 и действующий в нем произвольный самосопряжен­
ный оператор # i n . Внешние свойства системы, связанные с кулоновским 
взаимодействием, определяются оператором Шредингера #ех=—А+ш~-1, 
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действующим во внешнем канале <9^ех—L2({R3). Для корректного описания 
взаимодействия каналов *3^ех и Ж1П предлагается следующая схема. Само­
сопряженные операторы # е х и Hin сужают до симметричных операторов 
#0ех и # 0 l r \ a затем строят всевозможные самосопряженные расширения 
оператора Н0=Н0
ех®Н0 в пространстве Ж*х^Жхп. В результате внутрен­
ний и внешний каналы оказываются связанными между собой. Последую­
щее исключение переменных внутреннего канала приводит во внешнем 
канале к зависящему от энергии граничному условию или, что эквивалент­
но, к сингулярному энергозависящему потенциалу, несущему информацию 
о спектре внутреннего канала. 
В настоящей работе мы считаем частицы точечными, что приводит 
к нетривиальному рассеянию лишь в s-канале. Для рассматриваемого 
нами круга задач это приближение заведомо оправдано в области низких 
энергий. Однако обобщение на случай неточных объектов или включение 
высших парциальных волн не связано в нашей модели с серьезными труд­
ностями (см. [3] ) . Здесь же уместно отметить, что некоторые спектраль­
ные явления, описанные ранее [4, 5] в модели составных кварковых меш­
ков с отличным от нуля радиусом, воспроизводятся и в нашей схеме для 
точечных частиц. Это свидетельствует, по-видимому, о том, что правиль­
ное включение взаимодействия между каналами является решающим и не 
связано фактически с выбором величины радиуса составных кварковых 
мешков. 
План изложения таков. Сначала в разделах 1, 2 мы подготавливаем 
внешний и внутренний операторы к совместному расширению, описанно­
му в разделе 2, и обсуждаем структуру возникающего в результате расши­
рения взаимодействия каналов. Затем в разделе 3 мы изучаем взаимодей­
ствие дискретных спектров внешнего и внутреннего каналов и, в частно­
сти, рассматриваем явление перестройки атомного спектра адронных ато­
мов. Наконец, в разделе 4 исследуется взаимодействие непрерывного внеш­
него и дискретного внутреннего спектров и описывается механизм образо­
вания резонансов внешнего канала, порожденных внутренней структурой 
сталкивающихся частиц. 
1. ВНЕШНИЙ КАНАЛ 
Динамика внешнего (кулоновского) канала <5^ex=L2([R3) без учета 
внутренней структуры частиц задается самосопряженным оператором 
Шредингера Я
ех 
(1) # « = - Д + ф | - \ а < 0 , 
где а — приведенный заряд системы. В нашем подходе включение внут­
ренних (кварковых) степеней свободы достигается сужением оператора 
Н
ех
 до симметричного оператора Я0
ех
, обладающего нетривиальными де­
фектными подпространствами ЗЛ, 9R*, и последующим расширением Я0ех 
с выходом из Ж
ех
. Эта процедура требует детальной информации об эле­
ментах подпространств 24 и 2JT с помощью которых, грубо говоря, и будет 
осуществляться взаимодействие внутреннего и внешнего каналов. С этой 
целью ниже мы подробно описываем структуру дефектных элементов опе­
ратора #0ех, заданного выражением (1) на множестве С0°°(К3) гладких 
104 
финитных в окрестности начала координат функций. Оператор Я0
ех
 сим­
метричен с индексами дефекта (dim ЗИ, dim ЗЯ*) = (1,1), поскольку парци­
альные операторы, отвечающие орбитальным моментам /^И, в существен­
ном самосопряжены на области определения C0oo([R+), и, таким образом, 
вклада в индексы дефекта не дают. Следовательно, для построения дефект­
ных элементов оператора Я0
ех
 достаточно ограничиться s-волновым урав­
нением 
(2) {-d2/dr2+ar^)y=Ky. 
Дефектный элемент ю^Ш, отвечающий точке Я, ImA^O, выражается 
через квадратично суммируемое с весом г
2
 решение уравнения (2), w= 
=r_1i/6L2([R3), и имеет вид [6] 
(3) и;(г, к)==-21к(4л)-{Т(1+щ(к))еЛгЧ?(1+щ{к), 2, -2ikr), 
где А:=")/Я, Im &>0, ц(к)=а/2к — кулоновский параметр, W (а, Ъ, х) —ир­
регулярная вырожденная гипергеометрическая функция. 
Дефектный элемент w*&Sl*, отвечающий точке Я, дается формулой (3) 
с заменой к на —к и равен w{r, —к). 
Представление (3) определяет асимптотику дефектного элемента w 
при г-^0 [6] 
(4) w{r, А:) = (4яг ) - 1 +а(4я ) - 1 1пг+(4я ) - 1 ^ (а ? / с )+о(1 ) , 
где 
(5) g(a, к)=1к+[1п(-21к)+у({+щ(к))+2ч-1] 
— «спектральная» функция (ср. с [7 ] ) , ty(z)=V (z)/T(z), 4 — постоянная 
Эйлера. 
Введем понятие граничных значений, в терминах которых строится 
граничная форма оператора #0*, сопряженного к Я0ех. Для этого восполь­
зуемся теорией Неймана (см., например, [8]) , согласно которой область 
определения любого самосопряженного расширения оператора #0 е х полу­
чается добавлением к области определения замыкания исходного операто­
ра &(Hoex)=W22 одномерного подпространства, натянутого на специаль­
ную линейную комбинацию дефектных элементов, отвечающих точкам Я 
и Я, 1 т Я ^ 0 : w@=w(r, k)+@w(r, —к), | 0 | = 1 . Подсчет асимптотики функ­
ции w@ при г-^0 приводит к выводу, что функции u(r)=we+u(r), uG 
£iZ)(#oex) из области определения самосопряженного расширения Н
А
 опе­
ратора #0ех, отвечающие фиксированному 9 , ведут себя в окрестности 
г = 0 следующим образом: 
(6) и(г) = (4л) - 1 [^ 1 +^1пг]8_ е х +8 + е х +о(1) , и*3)(НА), 
(7)
 8+«7е_ех=л, лек, 
где Л — новый параметр расширения, однозначно связанный с парамет­
ром в . Коэффициенты е±
ех
 в асимптотике (6) будем называть граничны­
ми значениями элемента и£2)(Н
А
). 
В терминах граничных значений легко вычислить граничную форму 
оператора Я0*: 
(8) {и, 1;}ет=<Я
в
*и, v>-<u, H0*vy=E+ex(u)e-ex(v)-z-ex(u)e+ex(v), 
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которая пропорциональна билинейной форме тока вероятности. Для лю­
бого самосопряженного расширения Я
Л
, отвечающего граничному условию 
(7), граничная форма (8) равна нулю: {•, -}ех=0, т. е. выполнен закон 
сохранения вероятности. 
Спектральная функция g(a, к) содержит полную информацию о ди­
скретном спектре семейства операторов Я
Л
, АШ. Именно в силу (4) и (6) 
дискретный спектр операторов Н
А
 совпадает с корнями уравнения 
(9) g(a, &)=4яЛ. 
Так, например, граничное условие е_
ех
=0 (Л->-°о) приводит к обычно­
му кулоновскому спектру, который в рассматриваемом случае совпадает 
с полюсами функции g(a, "j/z) : zn=—кп2. %п=—а12п, п=1, 2 , . . . 
2. ВНУТРЕННИЙ КАНАЛ. СОВМЕСТНОЕ РАСШИРЕНИЕ 
Мы моделируем внутреннюю структуру частиц подсоединением 
к внешнему каналу Ж
ех
 дополнительного гильбертова пространства Ж
1п 
внутренних степеней свободы, динамика которых определяется некоторым 
самосопряженным оператором # i n . Произвол в выборе конкретного опера­
тора Hin несуществен для построения модели, однако он позволяет моде­
лировать различные физические ситуации. 
Включение взаимодействия между каналами Ж
ех
 и Ж
хп
 достигается 
сужением оператора Н
1п
 до симметричного оператора #0 i n с индексами 
дефекта (1,1) и последующим расширением ортогональной суммы #0ех® 
®#о1п до самосопряженного оператора Я, действующего в пространстве 
Ж==Ж™®Ж'п. 
Построение совместного самосопряженного расширения операторов 
Н0
ех
 и #0 i n сводится в нашей модели к требованию выполнения баланса 
токов вероятности внешнего и внутреннего каналов, где роль билинейных 
форм токов играют граничные формы соответствующих операторов. Гра­
ничная форма во внешнем канале определена равенством (8). Ее анало­
гом во внутреннем пространстве Ж
1п
 является [1] симплектическая 
форма 
(10) {г), v} in=8_ in(ri)8+in(v)-8+in(T])e- in(v), г], ve<5Tn, 
в которой величины e±
in
 играют роль граничных значений элементов из 
области определения оператора, сопряженного к Я0
1п
. 
В терминах граничных форм (8) и (10) совместные самосопряженные 
расширения операторов Я0
ех
, Я0
1п
 выделяются с помощью такого линейно­
го множества &<^ (91+91*) ® (Ш-2Й*), где 91 и 91* — дефектные подпрост­
ранства оператора Я0
1п
, на котором равна нулю суммарная граничная 
форма 
(И) {U, F} = Ki;}ex+{Ti,v} in=0, 
в которой U=(u, г]), V=(v, v). 
Равенства (11) можно добиться, задавая связь между е±ех и e±in сле­
дующими двумя способами: 
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(12.2, Ц \ , )-«(;;'-')• 
здесь В — эрмитова 2Х2-матрица, являющаяся параметром расширения. 
В действительности все самосопряженные расширения входят в одно 
из семейств (12.1) или (12.2) с точностью до обращения матрицы В. Од­
нако выбор конкретного расширения диктуется физикой задачи. Так, на­
пример, экспериментально наблюдаемый эффект «углубления» уровней 
атомного спектра адронных атомов, обусловленный нетривиальной внут­
ренней структурой адронов, воспроизводится, как будет показано ниже, 
в схеме расширений (12.1). Поэтому далее мы подробно изучим расши­
рение На. оператора #0 e x®#o i n типа (12.1), определяемое связью 
(13) e _ e x = p e - i n , e + e x =^e + i n , 
которая соответствует матрице В — \ ) • Параметр расширения 
а=1/ | [} | 2 играет роль константы связи внешнего и внутреннего каналов: 
при а-^0 полный гамильтониан Н
а
 во внешнем канале переходит в куло-
новский оператор Шредингера, отвечающий регулярному граничному ус­
ловию е_
ех
=0, а во внутреннем канале — в исходный оператор # i n . 
Изучение свойств волновых функций дискретного и непрерывного 
спектров оператора Н
а
 сводится к решению уравнения 
(14) ILJJ=¥U, C/=(u, и) , 
где и и ц — компоненты полной волновой функции U во внешнем и внут­
реннем каналах, соответственно. 
На решениях уравнения (14) граничные значения e±[n(U) волновой 
функции во внутреннем подпространстве связаны независимо от конкрет­
ной схемы расширения линейным соотношением [1] 
(15) eJn(U)=b(k*)B+in(U), 
в котором зависящая от энергии функция А (к2) — интеграл Шварца 
спектральной меры cK£Vp, Ф> оператора Н1П, отвечающей порождающему 
элементу у£Жп, 
(16) A (z) = <(/ + z№") ( # i n - ziyi
 Ф
,
 Ф
> = J 4 г = Т " d <ЕкЪ ф > ' 
R 
Функция A(z) согласно (16) содержит полную информацию о спектраль­
ных свойствах внутреннего гамильтониана Я
1п
 и, как показано в [3 ] , 
с точностью до умножения на константу связи а совпадает с Р-матрицей 
Джаффе — Лоу. 
Исключим теперь переменные внутреннего канала, воспользовав­
шись (15). Тогда для внешней компоненты и полной волновой функции U 
получим краевую задачу 
(—А+аг~1)и=к2и, 
(17) 8+ех/е-ех=Л(/с2) = [аА(/с2)]-1 
с граничным условием (17), зависящим от энергии. 
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Способ наложения конфайнмента во внутреннем канале сводится 
в нашей модели к выбору внутреннего оператора Hin с чисто дискретным 
спектром: HlIi = ^ j Xs^s, где £PS — одномерные собственные проекторы 
оператора #1П, отвечающие собственным значениям Х8. При низких и про­
межуточных энергиях в качестве оператора Hin вполне допустимо рас­
сматривать и конечномерный оператор. Действительно, характерные энер­
гии кварковых уровней порядка 102 МэВ, и, таким образом, в интервале 
энергий от 0 до нескольких ГэВ существенный вклад могут вносить лишь 
несколько таких уровней. В рассматриваемом случае функция А (к2) со­
гласно (16) сводится к хорошо известному полюсному приближению для 
Р-матрицы 
(18) д(^)=2и4-ТГ<^Ч"Ф>-
s 
В ситуации общего положения функция А (к2) из (18) может содер­
жать линейно зависящее от энергии слагаемое, связанное, как показано 
в [3], с конфайнментом сколь угодно высоковозбужденных состояний 
внутреннего канала. 
3. ПЕРЕСТРОЙКА АТОМНОГО СПЕКТРА 
Связь внутреннего и внешнего каналов проявляется, в частности, во 
взаимном влиянии спектров исходных гамильтонианов. Это влияние мож­
но проследить, изучая спектр полного гамильтониана #
а
. В настоящем раз­
деле мы вычисляем сдвиги кулоновских уровней, обусловленные наличием 
внутренней структуры частиц, и, в частности, демонстрируем возможность 
перестройки атомного спектра [4]. 
Дискретный спектр оператора Н
а
 совпадает с корнями уравнения (9), 
в котором правая часть определяется функцией Л (к2) из соотношения 
(17); при этом следует отбирать лишь те корни, для которых внешняя 
компонента является квадратично-суммируемой в R3 функцией. Это урав­
нение с учетом (17) можно переписать в виде 
(19) aA(/c2)=4jx{gU, к)}'1. 
Проследим за сдвигом кулоновских уровней в первом порядке по мало­
му параметру а в предположении, что кулоновский спектр zn=—a
2/in2, 
тг=1, 2 , . . . , и спектр внутреннего гамильтониана {Я5}, 5=1, 2 , . . . , «хоро­
шо разделены»: 
(20) | z„ |< |M, Vw, s. 
Отметим, что для адронных атомов типа К~р, р,р предположение о разде­
лении спектров является естественным. 
Обозначим возмущенное собственное число через zn'=—(хп+бп)2, где 
8
п
 — искомый сдвиг тг-го кулоновского уровня zn=—xn
2
=—а
2/4?г2. Ис­
пользуя асимптотическое представление функции g(a, 1/z) в окрестности 
полюса 
4я{^(а,^(>с
п
+б
п
))}-1-4яа{я1)( " ч ) } ~ 8я/Аг26», 
*•
 ч
 2(Хп+Оп) ' } 
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а также предположение о разделении спектров, получим явное выражение 
для сдвига 6
п
: 6 n ~ (a2/8nn2)aA(zn), или окончательно 
(21) Azn—zn zn • a
3
 I a2 \ 
Выражение (18) для функции g вместе с соотношением (21) приводит 
к следующей качественной картине. В случае, если внутренний оператор 
имеет только положительный спектр 
.А,
в
>0, то при условии |A,8zn |<l сдвиг 
кулоновских уровней происходит в 
сторону углубления, Azn<0. Напро­
тив, если внутренний оператор имеет 
лишь отрицательный спектр, то не­
зависимо от соотношения между Я5 и 
zn имеет место обратный сдвиг Azn> 
> 0 . Следует отметить, что при вклю­
чении связи между каналами отри­
цательные собственные числа внут­
реннего оператора также испытывают сдвиг, превращаясь в собственные 
числа полного гамильтониана. 
Эволюция кулоновского спектра по константе а связи каналов может 
быть прослежена вне рамок теории возмущений. Качественный анализ 
можно провести, решая уравнение (19) для конкретной величины заря­
да а и при фиксированном выборе функции A(z). Характерное поведение 
функции g(a, in) изображено на рисунке (кривая 1 — график функции 
4я[аД (—х2) ] - 1 ) . Спектр полного гамильтониана Н
а
 определяется точками 
пересечения графика функции g(a, in) с кривой 1. Легко видеть, что уве­
личение константы связи а углубляет кулоновские уровни. Детальный 
анализ рисунка приводит к следующим выводам: 1) в схеме расширений 
(13) при условиях | h e z n | < l , |A,8 |>|z„| наблюдается явление квазипере­
стройки атомного спектра в следующем смысле: 15-уровень при увели­
чении константы связи а переходит в более глубокое состояние, 25-уро-
вень стремится к нулю функции g(a, in), ближайшему к основному со­
стоянию и т.д.; 2) точность перестройки атомного спектра определяется 
близостью нулей и полюсов функции g и в конечном счете величиной эф­
фективного заряда а; 3) явление полной перестройки может быть получе­
но в ситуации общего положения, т. е. в случае произвольной эрмитовой 
матрицы В связи каналов. 
4. МАТРИЦА РАССЕЯНИЯ. РЕЗОНАНСЫ 
Информацию о возмущении непрерывного спектра внешнего канала 
дискретным спектром внутреннего канала несет полная ^-матрица. Мы 
изучим аналитические свойства блока Sex полной матрицы рассеяния S, 
отвечающего внешнему каналу, и покажем, что особенности функции Sex 
на втором листе римановой поверхности энергии совпадают с резонанса-
ми, порожденными внутренней структурой частиц. 
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Рассмотрим решение уравнения 
(22) (Н0ех)*и=к2и 
такое, что u(r, k)=r-l{f~{r, k)~Sex(k)f+(r, к)}, здесь /± — решенияЙоста, 
нормированные условием 
/*(*•,*) ~ exp{±ikrzfiy](k)ln2kr}1 k£R, 
r->oo 
a Sex(k) —искомая 5-матрица внешнего канала. Для нахождения функции 
Sex(k) подсчитаем граничные значения г±ех(и) решения и 
e-
ex(u)=4n{M-(k)-Sex(k)M+(k)}, 
e+*
x(u)=M-(k)g(a, -k)-S*x(k)M+(k)g(a, к), 
выраженные в терминах функций Йоста 
7¥±(/с)=/±(0,Л)=ехр(1/2ял(А:)){Г(1±/г](^))}-1. 
Отсюда, используя граничное условие е+
ех/е-ех=Л(&2) и явное представ­
ление для функции Л(&2), отвечающее расширению (13),приходим к сле­
дующему выражению для функции Sex(k): 
(23) S-(k) "-<*> f ^ - * ) - * ^ * 1 ) 
М+(к) g{a,k)-AnA{k2) 
T(i+ix\(k)) gi^-V-AniaAik2)]-1 
= SC-S. 
Г(1~щ(к)) г ^ А О - Ы а Д С А 2 ) ] - 1 
Из (23) видим, что при выключении связи между каналами (в пределе 
а-^0) ^-матрица внешнего канала стремится к чисто кулоновской матри­
це рассеяния Se=M-(k)/M+(k). 
Определенная соотношением (23)5-матрица имеет особенности в ниж­
ней полуплоскости Im &<0, совпадающие с решениями уравнения (19). 
Эти особенности «происходят» из положительных собственных чисел Я
в 
внутреннего гамильтониана Я
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, испытывающих сдвиги в нижнюю полу­
плоскость Im k<0 при включении связи между каналами. Эти сдвиги лег­
ко подсчитать по теории возмущений. В первом порядке по константе 
связи а будем иметь 
(24) Ак
а
=к8'-к8~а
 ( 1
* * '
 )
 <^,ф,
Ф
>&Г^(аЛ), 
где ks2=Xs>0. Направление сдвига определяется знаком мнимой части 
множителя ks~ig(a, ks). Из определения (5) спектральной функции легко 
видеть, что при As>0 справедливо равенство 
(25) krlg(a1ks)=-i+aks-i^(-ia/2ks)+ks'ia(2^-l+ln\2ks\). 
Пользуясь (25) и представлением гамма-функции в виде бесконечного 
произведения, находим 
Im (kr'g (я, ks)) = - 3 - - f j £ (n2+aV4k2) - ' <0 . 
s
 n = i 
В силу (24) это неравенство означает, что Im Aks<0, т. е. сдвиг собствен­
но 
ного числа ks действительно происходит на нефизический лист (Im &<0). 
При этом решение ksr уравнения (19) проявляется там как резонанс,, по­
рожденный внутренней структурой сталкивающихся частиц. 
Авторы признательны Б. О. Кербикову, привлекшему внимание к рас­
сматриваемой тематике, и Б. С. Павлову за полезные обсуждения. 
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COULOMB TWO-BODY PROBLEM WITH INTERNAL STRUCTURE 
Kuperin Yu. A., Makarov K. A., Melnikov Yu. B. 
Using the theory of extensions with the transition into the enlarged Hilbert space, 
the model of two-body problem is constructed which describes the interaction of the 
external (Coulomb) and internal (quark) channels. The reciprocal influence of chan­
nel Hamiltonians is studied which leads, in particular, to a rearrangement of spectra 
of hadronic atoms. An explicit representation for the S-matrix is obtained and its 
singularities on the energy shell are analysed. 
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